Matura 2026 — Matematyka

Poziom Rozszerzony

Pelne rozwigzania wszystkich 12 zadan

Rozwiazania zweryfikowane w pipeline’ie:
prover — cold verifier (worktree)
Zgodnosé koncowa: 13/13 (100%)

Egzamin z 11 maja 2026 r.

Spis tresci

Zadanie 1. (2 pkt)
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Rozwigzanie. Korzystamy z symetrii symbolu Newtona: (ZJ_F?) = (";2).
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Zadanie 2. (3 pkt)
Ze zbioru o$miu liczb {1,2,...,8} losujemy bez zwracania osiem razy po jednej liczbie. Wylo-

sowane liczby ustawiamy w ciag zgodnie z kolejnoscia losowania. Oblicz prawdopodobienstwo
zdarzenia A polegajacego na tym, ze wylosowane liczby utworzg ciag, w ktérym iloczyn kazdych
trzech kolejnych wyrazéw bedzie liczba podzielng przez 3.

Rozwiazanie. Liczb podzielnych przez 3 w zbiorze {1,...,8} jest dokladnie dwie: 3 i 6. Nazwijmy
je T-pozycjami (od ,tréjka”).



Hoczyn trzech kolejnych wyrazéw ciagu (a1, ..., ag) jest podzielny przez 3 wtedy i tylko wtedy,
gdy w kazdym z szeSciu okien {a;,a;+1,a,42} (dla i = 1,...,6) znajduje sie co najmniej jedna
T-pozycja.

Niech T-pozycje stoja w ciagu na miejscach p; < ps. Rownowaznie: miedzy dowolnymi sasiadu-
jacymi T-pozycjami nie moze by¢ wiecej niz 2 liczb spoza {3,6}, ani > 2 takich liczb przed pierwsza,
ani po ostatniej T-pozycji. To daje warunki:

p—1<2  p—p—1<2, 8—p2 < 2.
Tj.p1 <3,p2>6,p2—p1 <3.Zps>61ipy <p1+3<6 wynika po = 6 oraz p; = 3 — jest to
jedyna mozliwa para pozycji.

Liczba sprzyjajacych ustawien: liczby 3 i 6 obsadzaja miejsca 3 1 6 w 2! sposobach; pozostate
6 liczb ze zbioru {1,2,4,5,7,8} zajmuja pozostale 6 miejsc w 6! sposobach.

|A| =2!-6! = 1440,  |Q| = 8! = 40320.
1440 1

(A= 10320 = ="

1
Odpowiedz: P(A) = 25

Zadanie 3. (3 pkt)

Wykaz, ze dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej x i dla kazdej dodatniej liczby rzeczywistej
y prawdziwa jest nieréwnosé
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Dowéd. Niech z,y > 0. Pomnézmy obie strony nieréwnoéci przez z2y? > 0 (znak nieréwnoéci
zachowuje si¢):
xy® + 2y < 2® 4y
Przeksztalcamy prawsa strone minus lewa;:
Pyt -ty —a =@ —y) P —y) = (@ -y - ) = (z —y)(a + ).
Wartoéé (z — y)2 > 0 dla dowolnych z,y € R, oraz = + y > 0 z zalozenia, wiec
(= y)*(z+y) 20,
co oznacza, ze x>+ 1> — 2%y — xy? > 0, czyli pierwotna nieréwnosé jest spelniona. Réwnosé zachodzi

wtedy i tylko wtedy, gdy = = y. ]

Zadanie 4. (3 pkt)

Punkty K, L sa $rodkami odpowiednio bokéw AB i BC kwadratu ABCD o boku dtugoéci a.
Punkt M jest takim punktem na boku BC, ze odcinki DK i KM sg prostopadte. Odcinek AL
V5

przecina odcinki DK oraz DM w punktach — odpowiednio — P oraz Q). Wykaz, ze |PQ| = = o

Dowdéd. Wprowadzamy uklad kartezjanski: A = (0,0), B = (a,0), C = (a,a), D = (0,a). Wtedy

K= (%,0), L= (a, %), M = (a,m) dla pewnego m € [0, a).

Wyznaczenie M. DK — (§,—a), KM = (§,m). Z warunku DK - KM = 0:
%Z—am:() = m=9, M—(@,%)



Roéwnania prostych:

AL: y=3, DK : 2z+y—a=0, DM : 3z +4y —4a = 0.

Punkt P = ALN DK: podstawiajac « =2y do DK: dy+y —a=0=y = £, wiec P = (3, 2).
Pl;lll’lth Q = AL N DM: podstawiajac x = 2y do DM: 6y + 4y —4a = 0 = y = %‘1, wiec
Q=(%%)
Dtlugosé:
2 2 2 2 5a2 a5
— da _ 2a 2a _a) _— 2a a)y — 22— 2VY
o=y (=) (-9 = (3) () - [ -5
Zadanie 5. (4 pkt)
Rozwiaz nieréwnosé |2z — 6| — |22 — 9] < 0.
Rozwigzanie. Zauwazamy, ze |2z — 6| = 2|z — 3| oraz |22 — 9] = |z — 3| - |z + 3|. Nieréwnosé

przyjmuje postaé
2 =3 <|z—=3| -z +3] < |zr—3|(lz+3]-2)>0.

Przypadek = = 3: lewa strona réwna 0, nieréwnos¢ ostra niespelniona.
Przypadek z # 3: mamy |x — 3| > 0, wigc warunek redukuje si¢ do

lz+3]>2 <= 2+3>2lubxr+3< -2 < z>—11lubz < —5.

YLaczac z wykluczeniem z = 3:

Odpowiedz: x € (—oo, —5) U (—1, 3) U (3, +0o0)

Zadanie 6. (4 pkt)

Dany jest ciag arytmetyczny (a,) o skoficzonej liczbie wyrazéw. Liczba wyrazéw tego ciagu
jest wieksza od 6. Pierwszy wyraz jest réwny 1, ostatni wyraz jest réwny —2025. Drugi, trzeci
i szosty wyraz tworza — w podanej kolejnosci — ciag geometryczny. Oblicz sume wszystkich
wyrazéw ciagu (an).

Rozwiazanie. Niech d — réznica ciagu arytmetycznego, n — liczba wyrazéw. Wowczas
ags=1+d, a3=1+4+2d, ag=1+5d.
Warunek geometryczny: a3 = as - ag:
(1+2d)?*=1+d)(1+5d) < 1+4d+4d*> =1+ 6d + 5d* < d* + 2d = 0.

Stad d = 0 lub d = —2. Warto$¢ d = 0 daje ciag staly, sprzeczne z a, = —2025 # 1. Zatem d = —2.
Liczba wyrazéw: a, = 1+ (n—1)-(-2) = 3 —2n = —2025 = n = 1014, warunek n > 6
spetniony.

Suma:
1014 - (1 + (—2025))

2

S1014 = =507 - (—2024) = —1026 168.

Odpowiedz: S = —1026 168




Zadanie 7. (4 pkt)

Rozwiaz réwnanie sin(6z) — 2sin(2z) = 0.

Rozwigzanie. Podstawmy ¢ = 2z. Réwnanie ma postaé sin(3t) — 2sint = 0. Korzystamy z tozsa-
mosci sin(3t) = 3sint — 4sindt:

3sint —4sin®t — 2sint = 0 <= sint —4sin®t = 0 <= sint(1 —4sin’t) = 0.
. . km
Przypadek sint = 0: t = km, czyli 20 = kn, x = 5 ke Z.
1 1
Przypadek sin?t = T sint = ii’ czylit = :I:% + km, k € Z. Stad 2x = :I:% + km, wiec

T km

=+—+4+—, keZ.
T 12+2, €
km T km
d iedz: r = — 1 =+— + — Z
Odpowiedz: x > ub z 12+2,k‘6

Zadanie 8. (4 pkt)

W ostrostupie prawidtowym tréjkatnym ABC'S podstawa ABC jest trojkatem réwnobocznym.
Dhugo$é okregu opisanego na podstawie ABC jest réwna 6v/2m, a cosinus kata miedzy krawe-
dziami bocznymi SB i SC' jest rowny g. Oblicz dhugos¢ krawedzi podstawy ABC' oraz cosinus
kata miedzy $cianami bocznymi SAC i SBC tego ostrostupa.

Rozwiazanie.
Krawedz podstawy a = |AB|. Z 2rR = 6127 otrzymujemy R = 3v/2. Dla tréjkata réwno-
a

bocznego R = —, wiec

V3
a=RV3=3V2-v3=3V6.

Krawedz boczna b = |SA| = |SB| = |SC|. W tréjkacie SBC' z twierdzenia cosinuséw:
2
2 _op? _ op? 21| = 29T 9-54 243
a® =2b 2bcos(4B5’C')—2b(1 9)_9:>b_ -85 1
Kat dwuscienny SAC-SBC wzdluz krawedzi SC. Wybieramy punkt F' € SC taki, ze
AF 1 SC (mierzymy w plaszczyznie SAC). Z symetrii ostrostupa prawidtowego BF L SC takze
(w plaszczyznie SBC). Katem dwusciennym jest ZAFB.
W tréjkacie SAC réwnoramiennym (|SA| = |SC| = b, |AC| = a) niech |SF| = tb. Z tréjkatéw
prostokatnych SAF i CAF (AF to wysokosé¢ z A):
b =120 + AF?,  a® = (1—1)%b® + AF?,
odejmujac: a? — b2 = (1 — )22 — 26 = (1 — 2t)b?, czyli
a® > 54— 23 216-243 27 1

1-2t= = = == ——
b2 % 243 243 9’
24 .
Wi@ct:g,aAFQZbQ(l—tQ):TLB-2—?:75643 =42, AF = \/42.

Z symetrii BF = \/42. 7 twierdzenia cosinuséw w tréjkacie AFB z |AB| = a = 3V/6:

AF? + BF?2 — AB? 42+442-54 30 5
/AFB) = — _ X _ 2
cos( ) 2. AF - BF 2. 42 84 14

Odpowiedz: |AB| = 3V6; cos(£LSAC-SBC) = 1—54




Zadanie 9. (5 pkt)

W kartezjanskim uktadzie wspélrzednych punkty A = (1, —1) oraz B = (4,0) sa wierzchotkami
tréjkata ABC, w ktérym |CA| = |CB|. Jedno z ramion tréjkata ABC zawiera sie w prostej o
réwnaniu z+2y—4 = 0. Na boku AC tego tréjkata obrano taki punkt M, ze |AM|: |MC|=1:4.
Wyznacz rownanie okregu, ktéry ma $rodek w punkcie M i przechodzi przez punkt C.

Rozwiagzanie.
Identyfikacja ramienia. Sprawdzamy, czy A albo B leza na prostej £: z 4+ 2y — 4 = 0:

A: 1+42(-1)—4=-5#0, B:440-4=0/.

Poniewaz tréjkat jest réwnoramienny z |C'A| = |C'B|, ramionami sa C A i CB, podstawa AB. Skoro
A ¢ l,a B € {, to ramieniem zawartym w ¢ jest CB — czyli punkt C' lezy na prostej £.
Symetralna AB. C lezy tez na symetralnej AB. Srodek AB to (%, —%), AB = (3,1), wigc
symetralna ma réwnanie 3z +y — 7 = 0.
Wyznaczenie C. Z ukladu

r+2y—4=0
x+y—7=0

z pierwszego x = 4 — 2y, podstawiamy: 3(4 —2y)+y—-7=0=5—-5y=0=y =1, x = 2. Czyli
C=(2,1).

Weryfikacja: [CA| =1+4=+5=|CB|=V4+1.V

Punkt M. |AM|: |MC|=1":4, wiec M dzieli AC w stosunku 1:4 od A:

M=A+YC-4)=(@1,-1)+11,2) = (g_g)
Promien: r = |MC|, wiec

P=(g-2) +(-3-1) =g+g-g-1

62 3\2 16
Odpowiedz: (w — 5) AL <y + ) -

Zadanie 10. (5 pkt)

Wyznacz wszystkie rzeczywiste wartosci parametru m, gdzie m # 0, dla ktérych funkcja kwa-
dratowa f okreslona wzorem

f(z) = m?z® —2mz —m + 1

ma dwa rézne miejsca zerowe 1 oraz xo nalezace do przedziatu (—2,2).

Rozwigzanie. Poniewaz m # 0, mamy m? > 0 — parabola otwiera sic w gére. Warunki konieczne
i wystarczajace, by oba pierwiastki lezaly w (—2,2):

(i) Dyskryminant > 0.

A=(2m)? —4m?(1—m) =4m? —4m? + 4m3 =4m3 >0 <= m > 0.

2) > 0. f(=2) =4m? +4m —m+ 1 = 4m? + 3m + 1. Wyréznik: 9 — 16 = —7 < 0, wiec
2) > 0 dla kazdego m. v/

(i) f(=
f(=
f(2)>0. f(2) =4m? —4m —m+1=4m? —5m + 1 = (4m — 1)(m — 1). Warunek > 0 daje
m < i lub m > 1.

(iii)



1
(iv) Wierzchotek z,, = € (—2,2). Dlam > 0 mamy 1 > 0 > —2 automatycznie; L < 2 <=
1
Czesé wspdlna:

m>0 N <m<%\/m>1) N m>%.

Gataz m < % zm > % jest sprzeczna; zostaje m > 1.

~
~

1++2
Weryfikacja dla m = 2: f(x) = 422 —4x — 1, A = 16 + 16 = 32, pierwiastki 2\f
~0,21; 1,21 — oba w (~2,2). v
Granica m = 1: f(z) = 2% — 2z = x(x — 2), pierwiastki 01 2; 2 ¢ (=2,2), wiec m = 1 stusznie
wykluczone.

Odpowiedz: m € (1,+00)

Zadanie 11. (6 pkt)

W czworokacie ABCD sa dane: |[AB| =9, |AD| = 10 oraz |£/BAD| = 60f. W ten czworokat
wpisano okrag oraz na tym czworokacie opisano okrag. Oblicz dlugosci bokéw BC i C'D oraz
pole czworokata ABCD.

Rozwiagzanie.
Z opisanego okregu na czworokacie (czworokat jest cykliczny): suma przeciwleglych katow
wynosi 180°, wiec
/BCD =180° — ZBAD = 120°.

Z wpisanego okregu w czworokat (czworokat jest styczny): warunek Pitota — suma dlugosci
przeciwlegtych bokow jest réwna:

|AB| + |CD| = |BC|+|AD| <= 9+ |CD| = |BC|+ 10 <= |CD| = |BC| + 1.
Przekatna BD. W AABD z twierdzenia cosinuséw:
|BD|* = |AB|* + |AD|* — 2 |AB| - |[AD| cos 60° = 81 + 100 —2-9- 10 - 5 = 181 — 90 = 91.
Wyznaczenie BC. Niech |[BC| =t, |CD|=t+1. W ABCD z ZBCD = 120° i cos 120° = —3:
IBD|? =+ (t +1)> +t(t +1) =3t + 3t + 1 = 91.

—-1+11
Stad 3t2 4+ 3t — 90 = 0, czyli t2 +t — 30 = 0. Pierwiastki: ¢ = — dodatni t = 5.
Zatem |BC| =5 oraz |CD| = 6.
Weryfikacja: 9+6 =15 =5+ 10. v
Pole czworokata.

4 1
52\/§+ 52\/32602\/5230\/3

(Alternatywnie: dla czworokata dwuokregowego P = vabed = +/9-5-6- 10 = /2700 = 301/3.)

P = Pprapp + Papep = % -9-10sin60° + 1 -5 - 6sin 120° =

Odpowiedz: |BC| =5, |CD|=6, Pagcp=30V3

Zadanie 12. (kontekst)

Trojkatny kwietnik o ksztalcie trojkata rownoramiennego, podstawa dtugoéci z m, z < 10. Na
kwietniku znajduje si¢ fontanna w ksztalcie kota o érednicy 4 m, styczna do kazdego z bokéw
tréjkata. Cel: zminimalizowaé¢ pole kwietnika.




Zadanie 12.1 (3 pkt) — wyprowadzenie wzoru

9 3
DOWéd, ze P($) = %16.
x —_—

Niech h — wysoko$¢ trojkata, b — ramie. Z twierdzenia Pitagorasa:

b2 = h% + (3)2

P 2b

Pole P = %xh. Promien okregu wpisanego r = 2 ($rednica 4). Ze wzoru r = = gdzie s = T
x
—+b:
2 + )

sxh z(h —2)

2=2" = zh=2z+4b=b=""
% b T T + 1

Wstawiamy do % = h? + % i mnozymy przez 16:
22(h — 2)? = 16h2 + 42°.
Zauwazamy (h —2)2 —4=(h—2—2)(h—2+2) = (h—4) - h, wicc
2?(h —2)? — 42® = 16h* <= z2h(h —4) = 16h°.

Dla h > 0 dzielimy przez h:

422
2 _ 2 _ 2 —
z*(h—4) =16h <= h(z* —16) =42* <= h= FORETE
(Warunek h > 0 daje x? > 16, czyli z > 4 — co potwierdza dziedzine.)
42 213
_ 1. 1 o
P($)_§$h_§'$'x2_16 = 1 [ ]

Zadanie 12.2 (4 pkt) — minimum pola

213

xT

Pochodna:

_ 62%(2? —16) — 223 -2z 62t — 9622 — 4zt 222(2? — 48)
N (x2 — 16)2 - (22-16)2 (22 -16)% °

P'(z)

Mianownik dodatni, 222 > 0 na (4, 10]. Znak P’(z) réwny znakowi (2% — 48):
e P(z)<0dlaxc (4, 4/3),
e P(zx)=0waz=4V3~693¢c (4,10],
e P'(z)>0dlax e (4V3, 10].
Funkcja P ma w & = 41/3 minimum lokalne, a poniewaz jest to jedyny punkt krytyczny w dziedzinie
i P jest ciagla na (4,10], jest to takze minimum globalne.
Wartos$é minimalna:

2(44/3)3 2-64-3v3 3843
P(4V/3) = (V3)° V3 _ 384V 12V/3.
(44/3)2 — 16 48 — 16 32
2
Kontrola: P(10) = % = % ~ 23,81 > 12v/3 ~ 20,78. v

Odpowiedz: © = 4/3 m, Poin = 124/3 m?




Tabela zbiorcza odpowiedzi

’ Zad. ‘ Punkty ‘ Odpowiedz

1
1 2 -
: 1
2 3 P(A)=—
3 3 (dowéd: sprowadzenie do (z — y)?(x +y) > 0)
4 3 (dowéd: P = (2a/5,a/5), Q = (4a/5,2a/5), |PQ| = a\/5/5)
5 4 z € (—o00,—5)U(—=1,3) U (3,400)
6 4 Sp=—1026168
km ™ km
4 = — =4+—+ — Z
7 x 5 V oz 12 + % , k€
8 4 |AB| = 3V/6; cosp = o
6> 3\? 16
10 5 m € (1, +00)
11 6 |BC| =5, |CD| =6, P=30V3
121 |3 (dowéd: h = 4z%/(2? — 16), P = Lzh)
12.2 4 r =4v3 m, Ppin = 12v/3 m?
Suma | 50

Pipeline weryfikacji

o Faza 1: rozwigzanie wlasne (prover) — 12 zadan, 13 odpowiedzi.

o Faza 2: cold verifier w worktree-isolation — niezalezne rozwiazanie 12 zadan.

o Wynik: 13/13 zgodnosci (100%) od strzatu; brak konfliktéw wymagajacych trzeciego sedziego.
o Faza 4 (ten dokument): finalizacja w IXTEX.

o Faza 5 (kolejny krok): erdos-verifier-prod jako matematyczny referee dowoddow.



